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     Σχηματίζουμε το παραλληλόγραμμο με κορυφές  

      Ο (0 , 0), Α (z ), Β (z )  και  Γ(z  + z ).
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      Θεωρούμε τη συνάρτηση  h,  με  h (x) = e [f (x) - 2012]

       h  παραγωγίσιμη στο  [x  , x ] ως πράξεις παραγωγίσιμων με
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      Θεωρούμε τη συνάρτηση  S,  με  S (x) = f΄(x) + f (x) - 2012

       S  συνεχής στο  [x  , x ] ως πράξεις συνεχών
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      H  f  είναι συνεχής στο  (0 , + )

      f (x) 0,  για κάθε  x > 0

      από συνέπειες  Θ. Bolzano,  
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       ως πράξεις παραγωγίσιμων.
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     Θεωρούμε συνάρτηση  Κ,  με  Κ (x) = x - x, x (0 , + )

Κ (t)
     Κ (x) = f (x)  dt + e        
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    Aπό συνέπειες  Θ.Μ.Τ.  έχουμε  

    Κ (x)  = x + f (x)  + c  
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   Για  x > 0  είναι :
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     F (u) = f (t) dt , u > 0

     H  F  είναι παραγωγίσιμη στα  [x , 2x]  και  [2x , 3x]  , x > 0

     Από  Θ.Μ.Τ.  υπάρχουν :

F (2x) - F (x)
      x (x , 2x),  τέτοιο ώστε  F΄(x ) = 

oς1  τρόπος
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F΄ 
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x > 0
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F (3x) - F (2x)
     x (2x , 3x),  τέτοιο ώστε  F΄(x ) = 

x

     x  < x    F΄(x ) <  F΄(x )   

F (2x) - F (x) F (3x) - F (2x)
     <   

x x
     F (2x) - F (x) < F (3x) - F (2x)   

     F (x) 

 





 







+ F (3x) > 2 F (2x).  



 

 

f

f

     

     H  F  είναι κυρτή στο  (0 , + ), άρα η  C   βρίσκεται 

    πάνω από οποιαδήποτε εφαπτομένη της με εξαίρεση 

    το σημείο επαφής.

    Έστω  (ε)  η εφαπτομένη της  C   στο τυχαίο σημεί

oς2  τρόπος



ο της  

    Μ (2θ , f (2θ)),  με  θ > 0.

    (ε) : y - F (2θ) = F΄(2θ) (x - 2θ)    

    (ε) : y = F (2θ) + F΄(2θ) (x - 2θ) 

     θ 2θ,  άρα  F (θ) > F (2θ) + F΄(2θ) (θ - 2θ)  
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      F (θ) > F (2θ) - θ F΄(2θ)  

     3θ 2θ,  άρα  F (3θ) > F (2θ) + F΄(2θ) (3θ - 2θ)  

                               F (3θ) > F (2θ) + θ F΄(2θ)  

     Από  (1)  και  (2)  με πρόσθεση κατά έ
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(1)

(2)

η προκύπτει

     F (θ) + F (3θ) > 2F(2θ),  για τυxαίο  θ > 0.

     Επομένως  F (x) + F (3x) > 2F(2x),  για κάθε  x > 0.
 

 
 F΄(x) = f (x) < 0,  άρα  F  γνησίως φθίνουσα στο  (0 , + )  

      Θεωρούμε συνάρτηση  Q,  με  Q (x) = 2F (x) - F (β) - F (3β)

       Q΄(x) = 2F΄(x) = 2f (x) < 0,  άρα  Q  γνησίως φθίνουσα στο  (0 ,

∆4.

F 

 + )

       Η  Q  είναι συνεχής στο  [β , 2β]  ως πράξεις συνεχών

       Q (β) = 2F (β) - F (β) - F (3β) = F (β) - F (3β) > 0,

          διότι  β < 3β   F (β) > F (3β) 

       Q (2β) = 2F (2β) - F 




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
 (β) - F (3β) < 0, από  ∆3  για  x = β

      Από  Θ. Bolzano η εξίσωση  Q (x) = 0  έχει μια τουλάχιστον

      ρίζα στο  (β , 2β), η οποία είναι μοναδική αφού η  Q  

      είναι γνησίως φθίνουσα στο  (0 , + ).

    Επομένως υπάρχει μοναδικό  ξ (β , 2β), τέτοιο ώστε  

    Q (ξ) = 0    2F (ξ) - F (β) - F (3β) = 0     

    F (β) + F (3β) = 2F (ξ)
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