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ΘΕΜΑ Β 
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      z - 3i  + z + 3i  = 2    z - 3i  + z - 3i  = 2     

        2 z - 3i  = 2   z - 3i   = 1
       άρα ο γ.τ. των εικόνων του  z  είναι 
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       άρα ο γ.τ. των εικόνων του  z  είναι 
        κύκλος με κέντρο  Κ (0 , 3)  και ακτίνα  ρ = 1
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1 z + 3i z + 3i w = z - 3i +  = z - 3i +  = z - 3i + 

z - 3i (z - 3i)(z + 3i) z - 3i
          = z - 3i + z + 3i = z + z = 2Re(z)  IR

B3. 
 

       1ος τρόπος 
Από το γ.τ. των εικόνων του  z  (διπλανό σχήμα) 
προκύπτει ότι  -1  Re(z)  1   
-2  2Re(z)  2   

  -2   w  2 
2ος τρόπος 
Από το γ.τ. των εικόνων του  z  έχουμε :  
x2 + (y - 3)2 = 1   
άρα  x2  1    │x │  1    -1  x  1   
-2  2x  2    -2  2Re(z)  2   
-2   w  2 
3ος τρόπος 

w IR

1 1 1w  = z - 3i +   z - 3i  +  = 1 +  = 1 + 1 = 2
z - 3i z - 3i z - 3i

w   2    




   - 2  w  2 
 

 
z = x + yi

w = 2x
 z - w   =   x + yi - 2x   = -x + yi  = -(x - yi)  = -z  = zB4.  

 
ΘΕΜΑ Γ 
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 e f΄(x) + f΄΄(x) - 1  = f΄(x) + xf΄΄(x) 

    e f΄(x) + e f΄΄(x) - e  = f΄(x) + xf΄΄(x) 

    e f΄(x) - e  = xf΄(x)   

    από συνέπειες Θ.Μ.Τ.  e f΄(x) - e  = xf΄(x) + c
    Για  x = 0  προκύπτε
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Γ1.
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ι  c  = -1,  

   άρα  e f΄(x) - e  = x f΄(x) - 1  
    e f΄(x) - xf΄(x) = e  - 1    
    (e  - x)f΄(x) = e  - 1  

 


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Θα αποδείξουμε ότι  ex - x > 0, για κάθε  xIR   
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      1ος τρόπος 

x

x

Θεωρούμε συνάρτηση  g,  με  g (x) = e  - x, x IR
g΄(x) = e  - 1


 

H  g  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για  x = 0  την τιμή  g (0) = 1, 
άρα  g (x)  1 > 0    ex - x > 0 
 
2ος τρόπος 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Από τις γραφικές παραστάσεις των  f1(x) = ex  και  f2(x) = x  
έχουμε ότι η γραφική παράσταση της  f1  βρίσκεται πάνω από 
τη γραφική παράσταση της  f2 , για κάθε  xIR,  άρα  ex > x     
ex - x > 0, για κάθε  xIR.   

 
x xe  - x > 0

x x x
x
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e  - 1  (e  - x)f΄(x) = e  - 1   f΄(x) =    f΄(x) = (e  - x)
e  - x

     από συνέπειες Θ.Μ.Τ.  f (x) = (e  - x) + c
     Για  x = 0  προκύπτει  c  = 0,  άρα  
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n
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   (1) : 

f (x) = (e  
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x

x
e  - 1  f΄(x) = 
e  - x

- x),x IR

Γ2.
 

 

Η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο (- , 0],  ενώ είναι γνησίως 
αύξουσα στο [0 , +).  
Η  f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για  x =  0  την τιμή  f (0) = 0        

    x -                                 0                                             + 
g΄(x) - + 

g (x) 
  

    x -                                 0                                             + 
f΄(x) - + 

f (x) 
  

x 

y
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y = ex 
 
 
        y = x 



 

 

x x x x 2 x x

x x 2 x 2
e  - 1 e (e  - x) - (e  - 1) 2e  - xe  - 1 f΄΄(x) =  =  = 
e  - x (e  - x) (e  - x)

    

    Θεωρούμε
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Γ3.

 Οι ρίζες και το πρόσημο της  f΄΄  ταυτίζονται με 
     τις ρίζες και το πρόσημο του αριθμητή.

x x

ος

x x x

 συνάρτηση  h,   με  h (x) = 2e  - xe  - 1, x IR

    Θα αποδείξουμε ότι η  
1  τρόπο

h  έχει ακριβώς  2  ρίζες.
    
    h΄(x) = e  - xe  = (1 

ς
- x)e


 

     Δ1 = (- , 1) 
Η  h  είναι συνεχής και γν. αύξουσα στο  Δ1 

x x x

x  - x  - x  -

-xx  -

-x -xx  - DL'H x  - x  -

 h (x) =  (2e  - xe  - 1) =  (2 - x)e  - 1

2 - x                 =   - 1  = -1, 
e
2 - x -1               διότι   =   = e
e -e
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h  συνεχής

x  1
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 h (x) =  h (1) = e - 1im



 

άρα  h (Δ1) = (-1 , e - 1) 
0  h (Δ1),  άρα η  h (x) = 0  έχει ακριβώς μια ρίζα  ρ1  στο  Δ1. 

 Δ2 = [1 , +) 
Η  h  είναι συνεχής και γν. φθίνουσα στο  Δ2 

x x x

x  + x  + x  +
x

x  + x  +

h (1) = e - 1

 h (x) =  (2e  - xe  - 1) =  (2 - x)e  - 1  = -

         διότι  (2 - x) = -    και   e  = +

im im im

im im
     

   

   

 

  

 

 

άρα  h (Δ2) = (- , e - 1] 
0  h (Δ2),  άρα η  h (x) = 0  έχει ακριβώς μια ρίζα  ρ2  στο  Δ2. 

 
Επομένως η  h (x) = 0  έχει ακριβώς δύο ρίζες στο  IR. 

       

    x -                                 1                                             + 
h΄(x) + - 

h (x) 
  



 

 

 
      2ος τρόπος 
      Η  h  είναι συνεχής στο  [-2 , 1] 

-2 -2
2

4 h (-2) = 2e  - (-2)e  - 1 =  - 1 < 0, 
e

  h (1) = 2e - e - 1 = e - 1 > 0


 

άρα  από Θ. Bolzano η  h  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο   
(-2 , 1)  Δ1  και επειδή η  h  είναι γνησίως αύξουσα στο  (Δ1),  
άρα η  h (x) = 0  έχει ακριβώς μια ρίζα  ρ1  στο  Δ1. 
 

       Η  h  είναι συνεχής στο  [1 , 2] 

 
2 2

 h (1) = 2e - e - 1 = e - 1 > 0
  h (2) = 2e  - 2e  - 1 = - 1 < 0


 

άρα  από Θ. Bolzano η  h  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο   
(1 , 2)  Δ2  και επειδή η  h  είναι γνησίως φθίνουσα στο  (Δ2),   
άρα η  h (x) = 0  έχει ακριβώς μια ρίζα  ρ2  στο  Δ2. 

 
Επομένως η  h (x) = 0  έχει ακριβώς δύο ρίζες στο  IR. 

 
     Πρέπει να αποδείξουμε ότι η  f΄΄  αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν 

των ριζών  ρ1  και  ρ2. 
 

h  στο (-  , 1)

1 1

h  στο (-  , 1)

1 1

h  στο (1 , + )

1 1

 x < ρ    h (x) < h (ρ )   h (x) < 0    f΄΄(x) < 0

 ρ  < x < 1    h (x) > h (ρ )   h (x) > 0    f΄΄(x) > 0

 1 < x < ρ    h (x) > h (ρ )   h (x)
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 

 

   

   

  
h  στο (1 , + )

2 2

 > 0    f΄΄(x) > 0

 x > ρ    h (x) < h (ρ )   h (x) < 0    f΄΄(x) < 0
 



   

      

                                                    

                                               σ.κ.                            σ.κ. 
       Άρα η  γραφική παράσταση της  f  παρουσιάζει ακριβώς 

δύο σημεία καμπής. 

    x -                       ρ1                           ρ2                     + 
f΄΄(x) - + - 

f (x) 
   



 

 

π Θεωρούμε συνάρτηση  φ,   με  φ (x) = f (x) - συνx, x 0 , 
2

π      Η  φ  είναι συνεχής στο  0 ,   ως διαφορά συνεχών
2

      φ (0) = f (0) - 1 = -1 < 0
π π         φ  = f  >
2 2
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Γ4.

0

 f (0) = 0

π      Από  Θ. Bolzano η  φ  έχει μια τουλάχιστον ρίζα  x   στο  0 , 
2

π      φ΄(x) = f΄(x) + ημx  > 0,  για  x 0 , 
2

π     διότι  f΄(x) > 0  στο  0 ,   και  ημx > 0 στο  0 
2
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0

π, 
2

     Άρα η  φ  είναι γνησίως αύξουσα και το  x   είναι μοναδικό
     Επομένως 

.
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 
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 

 
 
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xη εξίσωση  (e  - x) = συνx  έχει ακριβώς μια λύση 
π     στο διάστημα   0 , 
2
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ΘΕΜΑ Δ 

2t-x

2x 0

2(u - x) 2u0 0-2x
2x 2xx x

2

2x

1 - f (x) e  =  dt                                        
 e g (x + t)

      
 

1 - f (x) e 1 - f (x) e         =  du      = e  du   
 e g (u)  e g (u)

e
1 - f (x)        =  

 e

 


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Δ1.

u0

2ux x

2x 0

2ux

0

1 2
2x x

1 2 10

1

du
eg (u)       1 - f (x) = - du  

e g (u)
e       f (x) = 1 + du

g (u)
       Θεωρούμε τις συναρτήσεις  g , g , 

e       με  g (x) =   και  g (x) = g (t) dt .
g (x)

       H  g   είναι συ

 








2x

2 2 1

νεχής στο  IR,  ως πράξεις συνεχών. 
e       άρα η  g   είναι παρ/μη στο  IR  με  g ΄(x) = g (x) = 

g (x)

 

θέτουμε  x + t = u  
Eίναι  t = u - x
dt = du
t = 0  u = x
t = -x  u = 0


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2

2x
2x

2 2

       H συνάρτηση  f,  με  f (x) = 1 + g (x)  είναι παρ/μη στο  IR  
       ως άθροισμα παραγωγίσιμων συναρτήσεων.

e        f΄(x) =  1 + g (x)  = g ΄(x) =      f΄(x) g (x) = e   
g (x)

      Με όμ

   (1)

2ux 2x

0

οιο τρόπο προκύπτει ότι η  g  είναι παραγωγίσιμη και
e      g (x) = 1 + du   και  f (x) g΄(x) = e   
f (u)

     
     Από τις  (1) και (2) με αφαίρεση προκύπτει  

     f΄(x) g (x) - f (







ος 1  τρόπ ς

(2)

ο

2

συνέπειες
  Θ.Μ.Τ.

f΄(x) g (x) - f (x) g΄(x)x) g΄(x) = 0     = 0    
g (x)

f (x) f (x)     = 0     = c
g (x) g (x)

f (0) 1     Για  x = 0  προκύπτει   = c     = c   1 = c
g (0) 1

     άρα  

 
  
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f (x) = g ( , .x)   για κάθε  x IR

 

 

   

f (x) > 0

g (x) > 0

συνέπειες
  Θ.Μ.Τ.

     
     Από τις  (1)  και  (2)  με προκύπτει  

f΄(x) g΄(x)     f΄(x) g (x) = f (x) g΄(x)     =     
f (x) g (x)

    f (x)  = g (x)     f (x) = g (xn n n n

   

  

ος2  τρόπος

    ) + c

     Για  x = 0  προκύπτει  f (0) = g (0) + c    0 = c
     άρα  f (x) = g (x)    , .

n n
n n


 f (x) = g (x)   για κάθε  x IR
 
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2x 2 2x

2 2x
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 Aπό τη σχέση  (1)  προκύπτει  f (x) f΄(x) = e   

       2f (x) f΄(x) = 2e     f (x)  = e   

      από συνέπειες  Θ.Μ.Τ.  προκύπτει  f (x) = e  + c  
      Για  x = 0,  έχουμε   f (0) = 1 +

 

    

Δ2.
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- - -

1 1
22 2x 2 x

x

1 1x 0 x 0 x 0
x x

 c   0 = c

      Άρα   f (x) = e    f (x) = e   και επειδή  f (x) > 0

     θα είναι  . 

 f (x)  e x  =  =   
1f e e
x

                     

n nim im im
  
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xf (x) = e , για κάθε  x ΙR

Δ3.    
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-u -u

uu - u - DL'H u -

x x2 t

1 1

x t x

1

1
e -eu      =  =  =   = -

e u 1

 F (x) = f (t ) dt = e  dt  

       F΄(x) = e  dt  = e  > 0,  άρα  F  γνησίως αύξουσα στο  ΙR

      Αναζητούμε το πρόσημο της  F  

im im im
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Δ4.
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F 

1 1

0 0
1 1

 0 0

1 1x x

0 0

στο  [0 , 1]

      0  x  1    F (0)  F (x)  F (1)    F (x)  0

      Ε = - F (x) dx = - (x)΄ F (x) dx 

         =  - x F (x)  + x F΄(x) dx 

1 1         = x e  dx = 2x e  dx = e
2 2



      
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 

 

 
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x

 0
 

         = 

      

 
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e - 1 τ.μ.
2

 

-

1θέτουμε   = u  
x

Όταν  x  0   τότε  u  -  

 


